Abstraction & Application 11 (2014) 35 — 45

Estimacion de los parametros de inmersion del meteoro de
Chelyabinsk a partir de imagenes disponibles en la Internet

Jorge Lugo-Jiménez®!, Daniel Mena Romero”?, Daniel G. Cantén Puerto®3

?Facultad de Matematicas, Universidad Auténoma de Yucatan
bFacultad de Ingenierfa Quimica, Universidad Auténoma de Yucatan

lilugo@uady.mx, 2mromero@uady.mx, 3dgcanton@uady.mx

Abstract

On February 15th, 2013 at about 9:20 local time, a large size spatial object passed through the
terrestrial atmosphere at high speed turning into dust near the Russian city of Chelyabinsk. In this
work, we developed a mathematical model that determine the dynamic of the meteor during its crossing
the Earth’s atmosphere. We adquire important data from public video recordings posted on Internet
that was used to adjust polynomially the initial conditions of immersion. Finally, we showed a method
based in projective coordinates that is useful to determine the direction of the meteor from images of
the shadows produced by its brightness.

Resumen

El1 15 de febrero de 2013, alrededor de las 9:20 horas tiempo local, un objeto espacial de gran tamano se
introdujo a gran velocidad en la atmosfera de la Tierra para desintegrarse en las cercanias de la ciudad rusa
de Chelyabinsk. Este trabajo desarrolla un modelo matemaético que determina la dindmica del meteoro
durante su recorrido en la atmdsfera terrestre. Después, a partir de videograbaciones publicas disponibles
en la Internet, se obtienen importantes datos que permiten ajustar polinomialmente las condiciones
iniciales de inmersién. Finalmente, se ejemplifica un método basado en coordenadas proyectivas que es
atil para determinar la direccién del meteoro a partir de una imagen fotografica de las sombras que
produce su brillo.
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1. Introduccion

Muchos fenémenos naturales son de tal complejidad que requieren de una simulacién computacional para
su estudio. La utilidad se hace mas evidente en situaciones donde la implementacion fisica es costosa o
imposible.

El 15 de febrero de 2013, un cuerpo celeste de gran tamano se introdujo en la atmdsfera terrestre a
gran velocidad dejando a su paso una larga y densa estela de humo antes de desintegrarse sobre una region
cercana a la ciudad rusa de Chelyabinsk en los Montes Urales (ver Figura 1). Este suceso poco comin que
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36 Parametros de inmersion del meteoro de Chelyabinsk

Figura 1: Estela de gas y polvo dejado por el meteorito.

dejé numerosos heridos y cuantiosos dafnos a la ciudad debido a la enorme energia liberada, fue videograbado
por un gran nimero de testigos en diversos puntos de la regién. [1, 2, 3, 4, §]

Un meteoro es un fenémeno que se puede observar en la atmosfera terrestre que difiere en gran medida
de un meteoroide que representa a un cuerpo celeste cuyas dimensiones son menores a 10 m de didmetro. Si
el meteoro es bastante luminoso, este recibe el nombre de bélido. En contraste, un meteorito es un objeto
espacial que impacta la superficie de otro cuerpo celeste.

Durante el proceso de formacién del sistema solar los meteoritos fueron esenciales para que los planetas
adquirieran su enorme masa. En el caso de la Tierra se obtuvieron elementos y compuestos quimicos esenciales
para la vida como el agua, oxigeno, hierro, calcio entre otros. Ahora, después de varios miles de millones de
anos, el nimero de colisiones ha cesado en gran medida, sin embargo, atin ocurren esporadicamente algunos
impactos sobre la superficie terrestre.

La mayor cantidad de meteoroides provienen del cinturén de asteroides entre las orbitas de Marte y
Jupiter, y de las caidas de los cometas que regularmente se aproximan al Sol.

Un factor importante que determina el destino de los pequenos asteroides en su inmersién a una atmésfera
planetaria es su constitucién quimica. Al respecto, un 76 % la constituyen aquellos formados por silicatos y
carbono, un 23 % por los de hierro y niquel y, finalmente, la composicién mixta de silicatos y metales que
constituye el porcentaje restante. En el caso de los objetos formados por silicatos y carbono, denominados
condritas, estos se desintegraran facilmente en su travesia por la atmosfera debido a la fuerza de choque con
el aire, mientras que los objetos metdlicos llegaran casi intactos a la superficie. En particular, si el asteroide
es suficientemente grande éste impactard la superficie del planeta independientemente de su constitucién.

En este trabajo se aportan célculos no publicados anteriormente, que muestran una correlacién entre los
parametros de inmersion del meteoro y permiten verificar la precisién de los datos divulgados por otros
autores. Asi como un enfoque geométrico basado en coordenadas proyectivas que es util para determinar la
posicion del objeto en cada punto de su trayectoria.

De esta forma, en la siguiente seccién se desarrolla un modelo mateméatico que describe el movimiento
del meteoro durante su trayectoria en la atmdsfera terrestre, tomando en cuenta las caracteristicas fisicas
de los asteroides. En la Seccién 3, se logra un ajuste polinomial para las condiciones iniciales de velocidad
y direccion del asteroide en su entrada a la atmésfera de la Tierra. Y finalmente, en la Seccién 4 se utilizan
las propiedades de las coordenadas proyectivas para determinar la direcciéon del meteorito con respecto a un
punto de Chelyabinsk. Se encuentra la resoluciéon minima que deben tener las videocamaras para calcular la
distancia del meteoro al punto de referencia dado.

2. METODOLOGIA

Los datos de velocidad y direccion iniciales del objeto en su inmersion a la atmésfera son ttiles para esti-
mar las caracteristicas orbitales del meteoro. En este caso, el calculo preciso de los parametros de inmersion
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del meteoro de Chelyabinsk proporcionan informacién relevante sobre la dindmica de cuerpos con érbitas
similares que podrian, al igual que este objeto, eludir los detectores terrestres e impactar con la Tierra. Al
respecto, De la Fuente et al. [5] estudia el caso en el cual el meteoro de Chelyabinsk pertenece a una familia
de pequenos objetos que pertenecieron al asteroide 2011 EQyg.

Modelo matematico

La trayectoria del objeto se puede obtener mediante la resolucién de las ecuaciones de la dindmica que
describen su movimiento. En este caso, el movimiento de un objeto de masa m en la atmésfera terrestre
esta dado por la relacion

S"F = mi 1)

siendo @ la aceleracion debida a la resultante de las fuerzas F; que actian sobre el objeto.
En nuestro caso,

v = -
ma = Fg + fa (22)
donde ﬁg es la fuerza de gravitacién terrestre y f,; la resistencia del aire a altas velocidades. Para un
movimiento muy veloz y cercano a la superficie terrestre la fuerza de gravedad puede considerarse constante
y la resistencia del aire proporcional al cuadrado de la velocidad, por lo que la ecuacién (2.2) puede reescribirse
como i )
v ~
m— =mgj — =Cp, Avt 2.3
7 = m9] = 5Cpa (2.3)
donde g es la aceleracién de la gravedad, ¥/ es la velocidad, C' es un coeficiente de arrastre que depende de

la forma del objeto, A es el drea de su seccién transversal y p, la densidad atmosférica.

A partir de la ecuacion de equilibrio hidrostético y la ley de los gases ideales, la densidad atmosférica a
una temperatura constante T" estd dada por

Pa = pne_h/H (2.4)

donde h es la altura sobre la superficie, p, ~ 1.2 kg/ m? es la densidad atmosférica al nivel del mar v H es

la llamada escala de altura dada por
kT
H=— (2.5)
g
con i la masa representativa del aire y k la constante de Boltzmann. En promedio, H ~ 8.5 km es la altura

que concentra la mayor parte de la atmésfera.

De la ecuacién (2.3) se tiene el sistema de ecuaciones

dv _
d—ty =—g— 1CppAe M H [v2 4020,

dvy

- = —%CpnAe_h/H, [vZ + V2 v, (2.6)

@,

a "

El cual se puede reescribir en términos adimensionales de la velocidad total u, direccién 8 y altura gy, como

d
M ysenf — Be W2
dr
__a cosf
dr  u (2.7)
dy

= 0
7, = fusen
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con los pardmetros

_ 90 5 _3pnvwT0 __ho w7y
U[)’ SPODO”Y H?U hO

(2.8)

donde u = (v2 + 1);)1/2/1)07 y = h/hoy T = t7p, teniendo hg, vg como la altura y velocidad de inmersién
del meteorito en la atmosfera terrestre y 79 el tiempo de vida de meteoro. Se consideré al meteoro como un
pequefio asteroide esférico (coeficiente C' ~ 0.5) con didmetro Do ~ 20 m y densidad tipica py = 2 g/cm?.
Las condiciones en 7 = 0 serdn y(0) = 1, u(0) = 1 y 6(0) = 6.

3. AJUSTE POLINOMIAL

A partir de los videos disponibles en la Internet [9, 10, 11], se establecen la duracién del fenémeno 7y ~ 11
desde la aparicion del objeto hasta el punto de méximo brillo, y la altura de cruce h. &~ 27 km con el tiempo
transcurrido entre el paso cenital y la llegada del golpe sénico. De igual forma, la altura inicial del meteoro
ho =~ 100 km corresponde a la altura promedio de encendido de los meteoros observados en la atmédsfera.

Para simular la posible trayectoria del meteoro se integré numéricamente el sistema de ecuaciones (2.7)
mediante el método de Runge Kutta de cuarto orden con un tamano de paso de 0.0001 s en el cual se
hizo variar la velocidad de entrada desde 5 hasta 25 km/s con un paso de 0.1 kn/s, y para cada caso, el
angulo de entrada tuvo una variacién de —60° hasta —10° con un paso de 1°. De las trayectorias obtenidas
se seleccionaron aquellos valores de inmersién iniciales (vg,fy) cuya altura final después de 79 ~ 11 se
encontrara dentro el intervalo 27 + 0.25 km. Estos intervalos se establecieron tomando como referencia los
datos reportados por Popova y Nemchinov [8] sobre bélidos registrados por The European bolide Network.

Figura 2: Cruce del meteorito sobre la ciudad de Korkino.

El conjunto de puntos obtenidos se muestran en la Figura 3 y Figura 4, a los cuales, adicionalmente,
se les ha ajustado un polinomio de cuarto grado, dado que los polinomios de grado menor no cumplian el
requisito de un coeficiente de correlaciéon mayor a 0.95. En los modelos calculados se obtuvo una correlacién
R? > 0.9992.

Para el modelo Vy = ag 4+ a1 A + asA? + a3 A% + a4 A* los coeficientes son:

a0 = 62.3839555

al = 4.00262189

a2 = 0.12309197 (3.1)
a3 = 0.00179522

a4 =1.0031 x 1079
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Figura 3: Ajuste de los valores de la velocidad inicial para diferentes valores del dngulo de entrada.
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Figura 4: Ajuste de los valores del dngulo de entrada para diferentes valores de la velocidad inicial.

Para el modelo A = ag + a1V + as V02 + a3\/b3 + a4V04 los coeficientes son:

a0 = —222.577703
al = 39.5854579
a2 = —3.0954331 (3.2)
a3 =0.11159247
ad = —0.00151483

Otro aspecto que ayuda a determinar los pardmetros de inmersién del meteoro es su distancia recorrida
antes de desintegrarse. En este caso, la longitud de la estela de humo medida en una imagen obtenida por el
satélite DMSP F-16 poco tiempo después del cruce es ~ 200 km [6], que junto con los resultados del modelo y
el ajuste polinomial permiten relacionar el &ngulo de entrada y la velocidad de entrada en los valores vy ~ 18
m/sy 6 ~ —20°, muy cercanos a los reportados en la literatura y en varios medios de informacién [4].

A continuacién, se muestra el método de coordenadas proyectivas utilizado por Mohr y Arbogast [7] para
determinar la posicién de un punto faltante en una imagen proyectada, pero aplicado a iméagenes fotograficas
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donde haya sombras debidas al brillo del meteoro. Se escogié la Plaza de la Revolucién en el centro de
Chelyabisk como punto de referencia debido a la evidencia filmica disponible en la Internet. Finalmente, si
se tienen imagenes con resoluciéon suficiente, el método puede servir para determinar la posicién del meteoro
a lo largo de su trayectoria.

4. Meétodo de coordenadas proyectivas de un punto

Dada una configuracién de puntos como se muestra en la Figura 5, la razén cruzada k esta definida por

_sen(APC) _ sen(BPD)
= sen(BPC) . sen(APD) (4.1)

y se representa por
k = (PA, PB, PC, PD). (4.2)

Figura 5: Configuraciéon de puntos en un plano.

A partir de lo anterior, se definen las coordenadas proyectivas (ki,k2) de un punto X como ki =
(BA,BD,BC,BX) y ko =(CD,CA,CB,CX). Dicha configuracién se muestra en la Figura 6.

kl={(Ba,BD, BC, BX)

wwwwww
““““““

k2= (CD, CA, CB, CX)

Figura 6: Coordenadas proyectivas (k1, k2).

Para el caso de la imagen de la Figura 7, se puede calcular las coordenadas proyectivas (k1, k2) del punto
@ con respecto a los vértices By C":

1. Respecto al vértice B se tiene

k= sen(111°) sen(1277)

~ sen(81°) X sen(157°) (43)
=1.934
2. Respecto al vértice C se tiene
k _ sen(68?) sen(677)
2 T Sen(34°) sen(101°) (44)

= 1.555
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Figura 7: Posicién del punto Q.

Los angulos que se utilizan en el calculo de k; y ko se muestran en la Figura 8.

Figura 8: Angulos para las razones cruzadas ki y ko.

Ahora mediante un proceso inverso, consistente en hallar la interseccién de las rectas correspondientes a
las razones cruzadas k] y k) dadas, se determina el punto Q' que serd proyeccién del punto @ en un plano
horizontal. Ver la Figura 9.

Figura 9: Puntos proyectados.

Para esto, sea Q' un punto tal que kj = ky y kb, = ko, para ki y ko valores dados. En la Figura 10 se
muestra la posible posicién del punto @' en una imagen satelital de la Plaza de la Revolucién (Google Maps
2014).

Para evitar una excesiva notacién, se colocan los puntos A, B, C'y D, en lugar de sus correspondientes
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Figura 10: Posible posicién del punto Q'.

proyecciones A’, B’, C”y D’. De esta forma, el problema se reescribe en términos vectoriales como
(4.5)

, |BAx BC||BD x BQ'|
' |BD x BC| |BA x BQ/|

En este caso, solo es necesario construir el vector variable B_Q’ para cada punto de la imagen, ya que los
demads son fijos (de acuerdo a un origen O). De forma similar se procede con kj. Ver las Figuras 11 y 12.

Cc 34.79 D

*
o 8
’ = H
L &
.
B 3262 A

3} 34.79 D

S5°0F

B 32.62

Figura 12: Punto @’ con coordenadas proyectivas (ki, k5) respecto al vértice C.

En este caso, la expresién para la coordenada proyectiva k) estd dada por
, _|CDxCB||CAxCQ|
|CA x CB| |CD x CQ|
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Con los valores k1 y k2 obtenidos previamente se obtuvo la posicién del punto @’. Dicha posicién se
muestra en la Figura 13, cuyo valor para la direccién es f = 48° en direcciéon E-S.

® Coordenadas proyectivas

2 nE D>

Figura 13: Punto )’ y su éangulo con respecto a la direccién Oeste.

Con una direcciéon adicional se puede estimar la distancia del objeto a la Plaza de la Revolucion de

Chelyabinsk mediante su paralaje. En este ejemplo se calculé la resolucién minima que debe tener la imagen
para hallar la distancia al meteoro.

Mediante geometria se sabe que la distancia d a un punto M visto desde dos puntos distintos separados
una distancia L estd dado por la ecuacién

~ Lsen fBsen(S +9)
B sen o

d

(4.7)

donde 8 =48°y § = (7 — a) — 5 se muestran en la Figura 14.

Figura 14: Paralaje de un objeto.

En la Figura 15 se muestra las distancias en funcién del angulo de apertura entre las dos direcciones de
sombra para los postes A y B de la imagen de la Plaza de la Revolucién.

5. Conclusiones

Mediante un modelo matematico se resolvié de manera numérica el sistema de ecuaciones que describe la
trayectoria del objeto cuyos resultados (vg ~ 18 m/s y 6 ~ —20°) fueron consistentes con los publicados por
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otros autores respecto a los pardmetros de inmersién del meteoro a la atmésfera terrestre. Posteriormente, se
analizé una metodologia basada en coordenadas proyectivas que puede ser capaz de determinar la direccién
del meteoro en cada instante de su trayectoria y, en el caso particular de contar con imagenes de alta
resolucién, calcular la lejania del meteoro. En el ejemplo, la resolucién minima necesaria es de 5 minutos
de grado. Por tultimo, es importante mencionar que el célculo de la trayectoria del meteoro es 1til para la
determinar con mayor precision sus pardmetros de inmersién, que a la vez, son esenciales para hallar el
movimiento orbital del objeto antes de ingresar a la atmdsfera terrestre. Con ello se podria deducir si el
objeto pertenecia a alguna familia de objetos cercanos a la Tierra (NEQ’s por sus siglas en inglés), formaba
parte de un antiguo cometa o fue expulsado del cinturén de asteroides.
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Figura 15: Célculo de la distancia al objeto mediante paralaje.

En esta gréfica observamos que es necesario tener diferencias de dngulo § menores a 5 min de grado para
poder determinar distancias mayores a 15 km. Sin embargo, la imagen que se utiliz6é no posee esta resoluciéon
por lo que es necesario recurrir a videograbaciones de alta definicién, o escoger dos puntos cuya separacion
sea la suficiente para suplir esta deficiencia.
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