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Abstract

In this article, we formulate and numerically study a two level Schwarz domain decomposition method

for a radial basis function (RBF) collocation technique. We numerically prove by using a coarse grid

correction, that the RBF Schwarz additive technique, considerable reduces the number of iterations as

the number of subdomains increases. In other words, we numerical investigate the scalability behavior

of the two level RBF Schwarz additive method.

Resumen

En este art́ıculo formulamos y estudiamos numéricamente el método de descomposición de dominio
de Schwarz aditivo de dos niveles mediante la técnica de colocación con funciones de base radial (FBR).
Numéricamente mostramos que usando una corrección de una malla gruesa, la técnica de Schwarz aditivo
con FBR, reduce considerablemente el número de iteraciones cuando el número de subdominios se incre-
menta. En otras palabras, investigamos numéricamente la escalabilidad del método de Schwarz aditivo
de dos niveles con FBR.
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1. Introducción

Durante la última década, los métodos de funciones de base radial para la solución de ecuaciones diferen-
ciales parciales han producido un impacto tanto en la ingenieŕıa como en las matemáticas. En la literatura
se pueden encontrar varios enfoques para las solución de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) usando
funciones de base radial (FBR), entre los cuales destacan los trabajos pioneros [20, 21] donde se formulan
por primera vez los métodos de colocación. La versión simétrica de este enfoque se plantea en [8]. Duran-
te este periodo se formulan además, los métodos de cuadratura diferencial [30], el método de soluciones
fundamentales [11], el esquema de Galerkin [31], el método de reciprocidad dual [35, 10], entre otros.

Los métodos anteriores han tenido ya un impacto considerable en diferentes campos aplicados, de los
cuales destacamos: matemáticas financieras [13, 16], transferencia de calor [26], problemas de valor inicial
[14], ecuación no lineal de Burger [15], convección difusión [5, 22, 27, 17], ecuaciones diferenciales eĺıpticas [25],
modelación de aguas de poca profundidad [19, 37, 28], campo superficial del viento [12], flujo en cavidades [7],
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modelos mixtos bifásico y trifásico [36, 34], geof́ısica y dinámica de fluidos [3, 9]. La diferencia fundamental
que distinguen a los métodos de funciones de base radial, respecto a los métodos clásicos como Diferencias
Finitas, Elemento Finito o Volumen Finito, es que a diferencia de estos últimos los primeros no requieren de
construcción de mallas. Otra de las ventajas más importantes de estos métodos es que son algoŕıtmicamente
más simples que las técnicas clásicas, pues se ajustan con facilidad tanto para casos que involucran altas
dimensiones como para fronteras más complicadas, además de que puede alcanzarse convergencia exponencial
cuando se incrementa el número de nodos [1].

Por otra parte, los métodos de colocación mediante funciones de base radial, dan lugar a un sistema de
ecuaciones lineales en donde la matriz de discretización es mal condicionada cuando el número de nodos au-
menta [29]. Para enfrentar este problema se han utilizado de forma destacada las técnicas de descomposición
de dominio y de precondicionamiento.

En relación a las técnicas de descomposición de dominio, mediante colocación asimétrica existen varios
antecedentes en la literatura. En particular para problemas estacionarios tenemos [33, 22, 24, 23], y para
problemas no estacionarios [18, 2, 6]. Los trabajos anteriores se han formulado para técnicas de Schwarz con
traslape, tanto aditivas como multiplicativas. La convergencia de estos métodos se ha presentado reciente-
mente en [38], para el caso de dos subdominios.

Como se sabe los métodos aditivo y multiplicativo de Schwarz aplicados con descomposición de dominio
y que actualmente se investigan en el ámbito de funciones de base radial, tienen una limitación importante
al requerir un número de iteraciones considerablemente alto en su proceso, además de que no convergen al
aumentar el número de subdominios. Para resolver lo anterior, proponemos utilizar un método iterativo de
dos niveles que incorpore una segunda malla cuyo espaciamiento sea mayor que el de la primera malla. Es
aqúı donde radica la contribución de este trabajo, pues en lo que se refiere a FBR, este método conocido
como método de dos niveles aún no se ha investigado.

El presente art́ıculo está organizado como sigue. En la sección 2, se da una breve revisión del método
de colocación asimétrico para problemas estacionarios. En la sección 3 se formula el método de Schwarz
aditivo de dos niveles mediante descomposición de dominio y FBR. Además se propone un algoritmo que
cubre los detalles del enfoque de colocación para la discretización de la EDP. En la sección 4, se muestran
los ejemplos numéricos y funcionamiento del enfoque propuesto. Finalmente, en la sección 5, se presentan
las conclusiones.

2. Método de colocación para funciones de base radial

Consideremos el siguiente problema estacionario

Lu = f in Ω ⊂ Rd, Bu = g on ∂Ω, (2.1)

donde u = u(x) es la función desconocida, L es un operador diferencial arbitrario y B un operador que
denota las condiciones de frontera las cuales pueden ser Dirichlet, Neumann o Robin.

En el enfoque de Kansas [20, 21], el dominio Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω se discretiza utilizando N distintos puntos de
colocación, que son divididos en nodos interiores {xj}ni

j=1 y nodos frontera {xj}Nj=ni+1, donde N = ni + nj
con nf = ni + 1, · · ·N . La solución exacta u(x) del problema 2.1 se puede entonces aproximar como

u(x) ≈ s(x) =

N∑
j=1

λjφ(‖x− xj‖) + p(x), x ∈ Rd, (2.2)

donde {λj}Nj=1 son los coeficientes desconocidos, φ es cualquier función de base radial, aqúı ‖ · ‖ denota la

norma usual entre el par de puntos x, xj ∈ Rd. En 2.2 el polinomio p ∈ πd
m−1 es de grado al menos m− 1 en

d dimensiones el cual depende de la FBR usada [4, 32]. Las FBR más usuales se muestran en la tabla 1.

Sustituyendo (2.2) en la EDP 2.1, tomando p = 0 para mayor claridad, se obtiene el siguiente sistema
lineal de ecuaciones
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Núcleo Radial Nombre Tipo de Soporte

φ(r) = r2d log r Placa delgada Suave a tramos

φ(r) =
√
r2 + c2 Multicuádrica C∞

φ(r) =
(√

r2 + c2
)−1/2

Inv. Multicuádrica C∞

φ(r) = e−r2c2 Gaussiana C∞

φ(r) = (1− |r|)4+ Wendland Compacto

Tabla 1: Diferentes tipos de FBR.

∑N
j=1 Lφ(‖xi − xj‖)λj = fi, i = 1, . . . , ni, j = 1, . . . , N,∑N
j=1 Bφ(‖xi − xj‖)λj = gi, i = ni + 1, . . . , N, j = 1, . . . , N,

que puede ser expresado en forma compacta como

AΛ = F, (2.3)

donde F = [f g]T , A = [LΦa BΦb]
T , Λ ∈ RN , Φa ∈ Rni×N , Φb ∈ Rnf×N . El sistema de ecuaciones

lineales (2.3) puede resolverse directamente por algún método como el de factorización LU. Sin embargo, es
bien conocido que la complejidad computacional necesita O(N3) operaciones y de almacenamiento O(N2),
por lo que el método de colocación asimétrico propuesto es inviable para N , número de nodos, grande. Este
es uno de los principales obstáculos al utilizar FBR para problemas prácticos de ingenieŕıa, otro obstáculo es
el mal condicionamiento que se deteriora al aumentar el número de nodos, esto se conoce como el principio
de incertidumbre de Schaback [29]. Además, el número de condicionamiento comienza rápidamente a mal
condicionarse cuando el parámetro c, un número real dado, como se muestra en la tabla 1 también crece.
Aśı pues para contrarrestar estos efectos y a su vez mejorar el rendimiento computacional, el método de
descomposición de dominio ha sido investigado recientemente demostrando resultados alentadores. En la
siguiente sección se formula el método de descomposición de dos niveles para el esquema de colocación
asimétrica desarrollado en esta sección.

3. Método de descomposición de dominio de dos niveles

Como se sabe, en el caso de problemas eĺıpticos, el comportamiento global de la función de Green presenta
altas frecuencias en la solución y aśı la comunicación global de los métodos de descomposición de dominio
es requerida a fin de que haya convergencia cuando el número de subdominios aumenta. Métodos como
de elemento finito han surgido para tratar este problema. De manera puntual, los métodos multi-malla
para la técnica de elemento finito se han formulado y analizado exitosamente y aśı, condiciones apropiadas
para escalabilidad óptima se han obtenido. La principal diferencia entre estos métodos y la técnica de
Schwarz de dos niveles, es que mientras los métodos multi-malla se construyen usando un conjunto anidado
de subespacios, llegando entonces al uso de mallas anidadas, en el método de dos niveles la malla gruesa
no necesariamente debe coincidir con la malla fina. Los métodos multi-malla son buenos para alcanzar
escalabilidad pero también tienen un costo computacional alto. Por otro lado está que el método de Schwarz
de dos niveles es barato pero la relación entre la malla fina y la malla gruesa es dif́ıcil de determinar.

Sin embargo, algunos resultados que se han obtenido dentro del contexto de los métodos clásicos, indican
que para problemas eĺıpticos el tamaño de la malla gruesa es del orden del diámetro de los subdominios. En
este trabajo seguiremos este resultado para la selección de la malla gruesa. Para una mejor exposición, primero
se revisará brevemente el método clásico aditivo de Schwarz. Luego se introducirá el método aditivo de
Schwarz de dos niveles en el contexto de funciones de base radial. Además se dará un algoritmo computacional
que cubre los detalles de la implementación.

Siguiendo la notación de Zhou et al. [39], brevemente el método aditivo de Schwarz de un nivel,

un+1 = un +B(Fn −Aun), (3.1)
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donde

B =

k∑
i=1

Bi, Bi = PiA
−1
i PT

i , (3.2)

B es el precondicionador de un nivel. En la construcción de las ecuaciones Pi y PT
i son los operadores

prolongación y restricción respectivamente, mientras que Fn −Aun es el residual caracterizado como

A =

k∑
i=1

PiAiP
T
i , F =

k∑
i=1

PiFi, (3.3)

donde Ai es la matriz del subdominio que se compone de los nodos internos y de los nodos de la frontera
artificial. Recordar que, la información entre diferentes dominios se transmite únicamente de manera local
a través del vector Fn, esta es la principal limitación del método de Schwarz de un nivel. Es bien sabido
que una comunicación global se requiere para obtener un algoritmo escalable, es decir, una técnica cuyas
iteraciones no se incrementen si el número de subdominios aumentan.

Este es el propósito del método de Schwarz aditivo de dos niveles con descomposición de dominio y
funciones de base radial que se describe enseguida. Primero, considerar una malla gruesa para el dominio a
fin de obtener un óptimo precondicionador o el más óptimo. Aśı el método aditivo de Schwarz de dos niveles
puede genéricamente caracterizarse modificando el precondicionador de un nivel como

BC = P0A0P
T
0 +

k∑
i=1

PiAiP
T
i , (3.4)

donde el segundo término del lado derecho es el precondicionador de un nivel, mientras que el primero
corresponde a la corrección dada por la malla gruesa. Donde dada la malla gruesa con parámetro de malla
H, P0 y PT

0 son los operadores de prolongación y restricción relativos a la malla gruesa, A0 es la matriz de
discretización de FBR del problema eĺıptico sobre la malla gruesa. Sustituyendo B en (3.1) y (3.4) se obtiene
el algoritmo de dos niveles. A continuación se describe los detalles de la versión computacional del método
de Schwarz de dos niveles.

Algorithm 1 Método aditivo de Schwarz de dos niveles para funciones de base radial

Definir las variables: ε, k y Nmax.
Particionar Ω para obtener los subdominios Ωi, i = 1, . . . , k.
Formar las zonas de traslape e iniciar en cero las fronteras artificiales
while iteracion< Nmax o criterio de paro do

1.- Resolver la EDP en la malla fina mediante Schwarz aditivo
2.- Conformar los lados derechos de las EDP, fc en la malla gruesa aplicando Luc = fc.
3.- Resolver la EDP en la malla gruesa.
4.- Actualizar los valores en la malla fina u ∈ Γi con la solución de la malla gruesa.

end while

El criterio de paro para el algoritmo propuesto está dado por

‖uk+1 − uk‖∞ < ε,

donde ε es la tolerancia fijada por el usuario, el criterio de paro considera solamente los nodos que están en las
fronteras artificiales. Cuando el rango de la solución se encuentra fuera del intervalo (0, 1), es recomendable
usar el error relativo. En los ejemplos numéricos se emplea ε = 10−3. Como de costumbre, en un algoritmo
iterativo se incorpora un número máximo de iteraciones Nmax para evitar un ciclo infinito.

El primer paso del Algoritmo 1, corresponde a un paso del clásico método aditivo de Schwarz. El segundo,

basado en la solución actual en cada subdominio, espećıficamente para λi
k
i=1, se construye el lado derecho

fc de la EDP sobre la malla gruesa. La meta es mejorar aplicando un operador lineal diferencial L sobre las
funciones de base radial en cada subdominio

fc(x) :=

Ni∑
j=1

λijLφ(‖x− xij‖), for x ∈ Ωi, (3.5)
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donde se ha omitido el polinomio p(x) para mayor claridad. El nodo x pertenece a la distribución de nodos
de la malla gruesa Ωc y está contenido en la región de uno o más subdominios. En el último caso, se compone
sutilmente el lado derecho fc mediante un promedio de los resultados calculados. Es importante hacer notar
que los valores de fc(x) cambia con los resultados de la actualización en cada iteración del algoritmo.

Una vez que se construye el lado derecho fc de la EDP, los valores de la frontera real en ∂Ωc se incorporan
en el tercer paso del algoritmo a fin de resolver la EDP en la malla gruesa. Basado en la solución uc, obtenida
de la malla gruesa, se actualizan los valores de las fronteras artificiales de cada subdominio. El proceso se
realiza fácilmente usando (3.5) correspondiente a la malla gruesa e interpolando en los nodos de las fronteras
artificiales en la malla fina.

4. Ejemplos numéricos

En esta sección mostraremos dos experimentos numéricos para ver el funcionamiento del enfoque de dos
niveles propuesto versus el método clásico aditivo de Schwarz, en concreto vamos a estudiar la escalabilidad
de la formulación de dos niveles.

En los ejemplos numéricos se ha usado de manera exclusiva el kernel spline placa delgada dada en la tabla
1 con k = 2, los elementos del polinomio base son seis con grado a lo más dos. El error numérico reportado
fue calculado sobre todo el dominio Ω̄ bajo la norma ‖ · ‖∞. En todas las comparaciones numéricas se usó la
misma región de traslape de dos nodos en cada dirección sobre los subdominios.

4.1. Ejemplo 1

Como primer ejemplo, se considera el siguiente problema de Poisson en dos dimensiones

∂2u(x, y)

∂x2
+
∂2u(x, y)

∂y2
= f(x, y), in Ω = (0, 1)2,

u(x, y) = g(x, y), on ∂Ω, (4.1)

las condiciones de frontera Dirichlet se definen por

g(0, y) =
5

48
+

1

12
cos(5.4y), g(1, y) =

1

24
+

1

30
cos(5.4y),

g(x, 0) =
2.25

6 + 6(3x− 1)2
, g(x, 1) =

1.884692

6 + 6(3x− 1)2
·

El lado derecho de la EDP está determinado mediante la solución anaĺıtica

u(x, y) =
5
4 + cos(5.4y)

6 + 6(3x− 1)2
·

La primer meta, consiste en dos experimentos numéricos, para verificar los efectos producidos en la
variación de la región de traslape y el incremento del número de subdominios para el método de Schwarz
de un nivel. Además, se compara el método de Schwarz de dos niveles versus el método de un nivel, ambos
enfoques basados en la formulación de FBR. En todo este trabajo se usa una malla Cartesiana tanto para
la malla fina como para la malla gruesa.

En la tabla 2 se verifica que cuando el diámetro de la región de traslape crece, el número de iteraciones
decrece. Este resultado es bien conocido dentro del contexto de los métodos clásicos y aqúı esto se verifica
para el método de colocación asimétrico FBR. Cabe señalar que los resultados de esta tabla, en lo que se
refiere al error, éste muestra un comportamiento oscilatorio. Precisamente en [39] sucede algo similar. No
obstante, seŕıa importante justificar si es algo inherente al algoritmo o a la EDP, situación que queda fuera
del propósito de este articulo.
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En la tabla 3 se verifica que para el algoritmo de Schwarz de un nivel, cómo el número de subdominios
aumenta para un diámetro de traslape fijo, el número de iteraciones crece y claramente se observa el deterioro
de la solución numérica. Esto es una verificación numérica de que este algoritmo no es escalable.

En la tabla 4 se muestra claramente que usando el método de Schwarz de dos niveles, Algoritmo 1, es
escalable. Esto es, cuando el número de subdominios crece no lo hace el número de iteraciones ni el error
se deteriora. Este hecho es de fundamental importancia para problemas en paralelo de gran escala, pues el
número de subdominios crece, el tiempo de CPU permanece casi constante, mientras el error no se deteriora
sustancialmente.

n× n k × k d Error Iteraciones
7 × 7 2 ×2 2 0.00740 17

4 0.00412 16
13 × 13 2 ×2 2 0.00853 22

4 0.00416 17
6 0.00291 16
8 0.00281 15
10 0.00255 15

19 × 19 2 × 2 2 0.01118 26
4 0.00590 19
6 0.00375 17
8 0.00308 16
10 0.00245 16
12 0.00283 15
14 0.00250 15
16 0.00299 14

25 × 25 2 × 2 8 0.00357 17

Tabla 2: Resultados numéricos al variar el tamaño de traslape.

n× n k × k d Error Iteraciones
49 × 49 2 × 2 2 0.02899 34

3 × 3 2 0.03078 55
4 × 4 2 0.04334 59
8 × 8 2 0.07520 77

12 × 12 2 0.09810 91
16 × 16 2 0.12203 102

Tabla 3: Resultados numéricos al aumentar el número de subdominios.

M. Fina M. Gruesa Subdominios d Iter 1N Iter 2N Error
49 × 49 25 × 25 2 ×2 2 47 26 0.01862

25 × 25 3 ×3 2 70 36 0.01963
13 × 13 4 ×4 2 104 20 0.01772
25 × 25 8 ×8 2 246 30 0.01465
13 × 13 12×12 2 175 35 0.05719
17 × 17 16×16 2 262 31 0.05874

Tabla 4: Resultados numéricos al variar el número de subdominios con la incorporación de una malla gruesa, ejemplo 1.

Para completar el análisis de este ejemplo, en la Figura 1 se muestra la gráfica de las columnas cuatro y
cinco de la Tabla 4. Esto corresponde al número de iteraciones para los esquemas de Schwarz de uno y dos
niveles. Se debeŕıa observar en la Fig. 1 que el número de iteraciones del algoritmo de dos niveles permanece
casi constante, a diferencia del método de Schwarz de un nivel. Notar que para 16 × 16 subdominios, los
últimos puntos en la gráfica, el enfoque propuesto de Schwarz de dos niveles tiene una eficiencia de 88 % en
el número de iteraciones, en comparación con el método clásico de Schwarz.
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Figura 1: Comparación de iteraciones de la tabla 4.

4.2. Ejemplo 2

Como segundo ejemplo, se tiene el siguiente problema eĺıptico semi-lineal

∂2u(x, y)

∂x2
+
∂2u(x, y)

∂y2
− u(x, y) = 0, en Ω = (0, 1)2,

u(x, y) = g(x, y), on ∂Ω, (4.2)

donde las condiciones de frontera están dadas por la solución anaĺıtica u(x, y) = xey. Esta ecuación también
fue usada en [39].

En la tabla 5, se muestran los resultados del método clásico de Schwarz y el Schwarz de dos niveles. En la
primera columna, se trata del número de nodos de la malla fina, en la segunda y tercera columna se detalla
la variación de la malla gruesa y el número de subdominios respectivamente. El número de iteraciones del
método clásico de Schwarz está en la cuarta columna. Los resultados obtenidos con el esquema propuesto
son mostrados en la columna cinco. La última columna corresponde a la medida del error en la malla fina.

M. Fina M. Gruesa Dominios Iter 1N Iter 2N Error
49 × 49 25 × 25 2 ×2 121 63 0.01319

25 × 25 3 ×3 146 74 0.01779
13 × 13 4 ×4 209 51 0.01485
25 × 25 8 ×8 358 99 0.03671
13 × 13 12×12 504 40 0.06275
17 × 17 16×16 683 66 0.08931

Tabla 5: Resultados numéricos al variar el número de subdominios del ejemplo 2.

Para una exposición clara, en la Figura 2 se muestra el número de iteraciones para los esquemas de uno
y dos niveles tomados de la tabla 5. Puede observarse que el número de iteraciones del algoritmo de dos
niveles mantiene el mismo orden de magnitud. De otra manera, con el método aditivo de Shwarz de un nivel
el número de iteraciones crece dramáticamente, como se esperaba. Es importante hacer notar que la última
fila en la tabla 5, que para 16× 16 subdominios en enfoque de dos niveles tiene una eficiencia de 90 % en el
número de iteraciones, en comparación con el método clásico de Schwarz.
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Figura 2: Comparativo de iteraciones de la tabla 5.

En este ejemplo se verifica que para un problema eĺıptico semi-lineal la escalabilidad se cumple. Se nota,
como se esperaba, en este caso el número de iteraciones crece más rápido que en el ejemplo anterior. Como
antes, el error se mantiene en el mismo orden de magnitud.

5. Conclusiones

En este art́ıculo se introdujo el método de descomposición de dominio de dos niveles de Schwarz para
funciones de base radial con el esquema de colocación. El principal objetivo fue mostrar numéricamente la
escalabilidad del método de FBR de dos niveles, para el enfoque de Kansas, usando una corrección de malla
gruesa.

Las corridas numéricas se llevaron a cabo para dos problemas eĺıpticos en dos dimensiones. Estos ejemplos
mostraron claramente que no solo se redujo el número de iteraciones, sino que el máximo error mantiene
la misma magnitud. Aśı se verificó numéricamente la escalabilidad de este método. Espećıficamente, para
el primer caso el número de iteraciones fue reducido en un 88 % mientras que en el segundo caso fue de un
90 %.

Es preciso señalar que este nuevo algoritmo incrementó considerablemente el rendimiento del esquema
en comparación con el esquema de Schwarz de un nivel mediante FBR.

Es decir, el método hace que sea posible resolver los problemas con un gran número de nodos de una
manera práctica y eficiente. También vale la pena mencionar que, si bien a través de este trabajo con
subdominios cartesianos, el método de dos niveles de Schwarz con FBR propuesto puede ser extendido a las
distribuciones de nodos dispersos con dominios irregulares.
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